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RESUMO

Neste trabalho estudamos trés aplicacbes das espual® Euler-Lagrange, sendo duas para osciladores
harmonicos, o péndulo simples e o sistema massa-ranibos abordados em sua forma trivial, sem forcas
externas e dissipativas, e a terceira aplica¢d® gqu principal objetivo desse trabalho, consiatbusca de uma
equacao que esteja associada ao movimento de utfaulgaa cada instante, quando esta, percorrenpaale

um escorregador (“toboga”). Para esse Ultimo casmuacao diferencial resultante foi resolvida pélezacéo

de métodos numéricos, onde apresentamos 0 coOdiggadd para a solugdo com auxilio de computagéo

algébrica.
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1. INTRODUCAO

Existe um parque situado na cidade de Brasiliaitatagpo Brasil, onde encontramos um
brinquedo que, talvez, chame a atencdo de quemstjfda um pouco de equaghes
diferenciais. Trata-se da rampa de um escorreggqderesta ilustrada a seguir:

Figura 1 —Uma idéia de como seria 0 escorregador.

Para uma curva desse tipo, poderiamos fazer ansequérgunta: E possivel encontrar uma
equacao que esteja associada ao movimento dauteice descreve o trajeto da rampa em
um instante qualquer? Denotaremos esta questdo @6Rroblema do Escorregador”.

Em principio, ao tentarmos responder a perguneriantteremos a situacéo de que as forcas
gue atuam no sistema sao variantes, por exempdoca normal, a forca peso, entre outras.

Mesmo com esse impasse € possivel persistir ndepmabvisto que no decorrer da historia,

por volta de 1686, Johann Bernoulli props0s a seégujoestao:

Considere uma particula de massa deslizando sob a acdo da gravidade, ao longonde u
certa curvall do pontoP ao pontoQ, que estdo fixados.Se a particula parte do repouso
qual deve ser a forma de para que o tempo do percurso seja minimo? Despretgto e
outras forgas dissipativas (Butkov, 1983).
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Figura 2 —A particula percorrendo do poni ao pontoQ.

O préprio Johann Bernoulli resolveu esse problefneurva que determina esse tempo 6timo
€ chamada deraquistdcrona.

A semelhanca entre o referido problema de Berneudi problema do escorregador é que,
ambos pretendem que uma particula descreva umiegeio trajeto. Como foi resolvido o
problema da braquistdcrona, é natural pensar aderpeoblema do escorregador.

Uma maneira de resolver o problema da braquistocropar éneio dasquacdes de Euler-
Lagrange (Butkov, 1983). Essas equacdes sdo derivadas dgi@r@nética e potencial
gravitacional da particula.

1.1. Euler-Lagrange

Para um sistema conservativo (onde somente atuggasfoonservativas) € possivel escrever
uma funcdo da posicéo e da velocidade de uma gartienominadanergia mecanicaque
se conserva durante todo o movimento.

Sejam
1
T=-mV,
2

V =mgh,
a energia cinéticaf ) e aenergia potencial gravitaciona|( ), respectivamente, do sistema,
em que as variaveis envolvidas sao
m: massa da particula,
v: velocidade da particula,
g: aceleracdo da gravidade,

h: altura da particula (posicéo);
entao a energia mecanica ¢é definida por

E=T+V.
A energia que um corpo possui quando estd em matingedenominada energia cinética e, a
energia potencial gravitacional, € aquela que umpa@ossui quando esta situado a uma
determinada altura da superficie da Terra (Ti@e00).

As leis da mecénica séo tais que, a posicdo eomigatle de uma particula combinam suas
variacdes, de modo quUe nao se altera.

Consideremos uma outra funcao das variaveis demamid de um sistema conservativo, a
lagrangianalL , definida por



L=T-V. (1)
A lagrangiana tem as mesmas dimensdes da enetgisej®@, no Sistema Internacional sua
unidade de medida éJoule.

Observe que, se uma pedra de massastiver caindo a partir do repouso, de uma altyra
tomando-seh =0 como referéncia para a energia potencial, a lgigaa tera inicialmente o
valor — mgh e, antes da pedra atingir o solo, o valor da forigfseramgh.

O fisico-matematicdoseph-Louis Lagrang@ 736-1813) observou em 1764 que:

Como a pedra gastara um tenmppara cair, entao ela otimizara a variacdo da slacidade
durante a queda de tal modo que a integral

t
S=Ldt
0
atinja o menor valor possivel (Chaves, 2001).

A integral no tempo da lagrangiana do sistema eldiginstantes, e t, € denominadacéo
S do sistemaeste intervalo de tempo. Ou segja,

t, t,
S=[Ldt=[(T-V)dt. 2)
t t
O principio da acdo minimastabelece que a integr@lem (2), atinja o menor valor possivel.
Entdo, a acdo que se pretende minimizar tem a forma

t, 1
S= || =mVv -mgh|dt.
{[2 g}

Em coordenadas cartesianas, a configuracdo de stemsi comN particulas pode ser
especificada pela8N coordenadas cartesian&s V., z,, X,, Yo, Z,, ..y Xy Yy, Zy de€

suas particulas, ou por qualquer conjuntdble coordenadas generalizadgs q,, ..., Osy -
Para simplificar, chamaremos dg a posi¢cdode uma particula em qualquer sistema de

coordenadas, e para uma funcédo qualqueru(t), denotaremos a derivada temporal por
du

— =u.
dt
Assim, podemos escrever (1) como
L=T(q)-V(q).
Finalmente, pelprincipio da acdo minimale (2) obtemos
d( dL oL
—|—|-——=0, k=1..3N; 3
dt(Gij a4, b ©)

que sdo denominadaguacdes de Euler-Lagrang®ymon, 1982).

Vale ressaltar que ndo se aplicam as equacoOes ldelEgrange em casos onde se deseja
considerar as forgas de atrito de um determinadersa.



A expressdo que aparece em (3) é denomirapecOes de Euler-Lagrangeorque o
matematico suicoLeonard Euler (1707-1783) contribuiu consideravelmente para a
formulacao do principio da acdo minima.

2. METODOS

Para resolver o problema do escorregador, que éinzigal objetivo desse trabalho,
aproximaremos a fungdo exata da rampa por umaduwngéa grafico descreve uma trajetéria
similar. Nesse contexto, definimos

y(x(t)) =10- x(t) + ser(x(t)) . (4)

Figura 3 — A funcéo y(x) proposta em (4) é um caso elemet#afuncdo que descreve
exatamente a rampa.

Antes de tentar encontrar a equacao que descrekggetoria da particula em (4), seréo
analisados dois problemas: o péndulo simples estensa massa-mola. Obteremos as
equacOes diferenciade ambos o0s sistemas por meio da mecanica de Newtm seguida,
por meio das equacdes de Euler-Lagrange.

2.1. Péndulo Simples

O péndulo simples consiste de uma particula deanmasfixada na extremidade inferior de
um fio de comprimentd, cuja extremidade superior esta fixa. Supde-seoqo®vimento
ocorre em um plano vertical (Boyce, 2002).
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Figura 4 —Uma configuracédo do péndulo simples.
2.1.1. Mecanica de Newton e o péndulo simples

Deseja-se determinar o angufy medido entre o fio e a vertical, em qualquerantt do
tempo. Assim@ é uma funcéo do tempo, isto €&,
6=0(t).

A intencdo € apenas obter uma equacéao difererssalcemda ao péndulo simples. Por isso,
serdo desprezadas a massa do fio e possiveis thssgmtivas. A particula serd abandonada
em uma posicad, = 8(0) e observar-se-4 0 seu movimento.



Nesse contexto, 0 movimento da particula descrevarao de raid , cujo comprimentcs é
igual alé.

=8
Figura 5 —Indicacdo do comprimento do arco

Derivandos =16, em funcéo de, obtemos a velocidade da particula, denotada por

ds_, do
dt dt
e, consequentemente, a segunda derivada fornesteaagéo
d's_,d°
dt?  dt®

Observemos que o comprimento do figgermanece constante. As igualdades acima podem
ser escritas como
$=10 es=186.

Figura 6 —Definamos que, para baixo e para a direita o sest&positivo, e a esquerda e
para cima o sentido é negativo.

O peso da particula € dado per mg. Como existe uma forga contrarig.j ao movimento

da particula, entdo essa forca € negativa. Doguiarnretangulo formado pelas componentes
da forca, conclui-se que
F. = —mgserd.
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Figura 7 —Obteng&o da componenke relacionada com senodo angulod.



A segunda lei de Newtastabelece que a forga é igual a massa vezescaagé® = ma).

Como a aceleracdo da particulas& |8, conforme visto anteriormente, entdo podemos
escrever

mlé = F,,
mlé = -mgserd,

G+9serw=0. (5)
|

Assim, concluimos que a equacéo (5) est4 assoatadéndulo simples.
2.1.2. Equacdes de Euler-Lagrange e o péndulo sirepl

Nesta secdo iremos analisar a energia cinéfigae( a energia potencial gravitacion® ),
relacionadas com o péndulo simples.
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Figura 8 — A posicdo da massa fica abaixo da posicdo ondergiarpotencial gravitacional
é nula, conforme definido abaixo.

Da ilustracdo acima concluimos ghes | cosd. E importante ressaltar que, com o objetivode
simplificar os célculos, sera considerada uma émqugtencial gravitacional nula para a
horizontal que determina o “teto”, onde o péndudtadixado. Entdo, a posicdo da particula
define uma energia potencial gravitacional negatiés 0 potencial gravitacional € definido
em funcéo da altura do objeto em relacdo a supedéTerra. Assim,

1 .
==m(8)?,
5 (16)
V =-mg(l cosb) .
Neste caso, a funcdo Lagrangiana é dada por
L= (%m|292) _ (-mglcosf).
e a equacao de Euler-Lagrange (observe qued(t ) torna-se
E(G_Lj _(ﬁj =0
dt\ 9o 06 ’
%(mlzé)— (- mglserd) =0,
gue pode ser escrita como
2 +Igsen9 =0.

Observe gue a ultima igualdade € a mesma equagabt{@a na secao anterior.

Pela dificuldade de encontrarmos um modelo matemdtéra o problema do escorregador
utilizando aMecanica de Newtgrescolhemos as equacbes de Euler-Lagrange pdea ten



encontrar a equacao associada a esse problema. denéstudar o problema do escorregador,
mais um exemplo serda resolvido, o de sistema nmasta-Seguindo a mesma linha, primeiro
sera resolvido pensando apenasMkecanica Newtoniana, em seguida, por meio das
equacgOes de Euler-Lagrange

2.2. O sistema massa-mola

Um sistema massa-mola € constituido por uma matécak de comprimento e massa
desprezivel, fixada num teto e uma particula desam@spresa na extremidade inferior da
mola. Ao se fixar a massa na extremidade infereonmbla, ela sofre um deslocamentp.
Definamos porx(t) a posicdo da mola na vertical, quando ela for @ta@da em uma

posigaox, = x(0) (Boyce, 2002).

- e
a2 g : 3
L E . . <
L T . = .
"_l_xlzx{[:]}

Figura 9 — Inicialmente a massa esta em uma posiGao
2.2.1. Mecanica de Newton e o sistema massa-mola.

Apos o deslocaments,, conforme a segéo anterior, a mola passa a uma posicao de
equilibrio. Esse equilibrio deve-se ao fato de ajfercaF,, da mola tem a mesma magnitude
do peso da massa. A forgg, é determinada pela chamdds de HookeEssa lei garante que
a forca da mola € proporcional ao seu deslocamentseja,F,, = kx. A constantek € a

7

rigidez da mola; em outras palavras, ela indicaantp uma mola é “dura”.

‘Fm = ki

Iw:mg

Figura 10 - Na posicao de equilibrio, a forca peso e a fdezenola tém a mesma magnitude.

Nesse sistema, € possivel determinar a posicda massa em qualquer instante. Desse
modo, x é uma funcéo do tempo

X =X(t),
conforme definido na se¢éo anterior.

A configuracdo do sistema massa-mola determina ommougrau de liberdade, que é a
vertical. Sera considerado que a origem do sistdeneoordenadas € a posi¢cdo de equilibrio,
incluindo o sentido positivo para baixo, confortustrado a seguir.
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Figura 11 — A mola de comprimenté em um primeiro momento e, em seguida, deslocada
de x, apos a massa ser fixada. No Gltimo momento a nesEsatra-se em uma posicao

x(t).

A massa é puxada para baixo em uma posbg&ex(o) e abandonada. Pode ocorrer em
algum momento quex(t) +x, > ;0nesse caso, a mola estara estendida e sua ferga s
F., = —k(x(t) + x,) . O sinal negativo é atribuido ao fato da molareftaxando” para cima,
no sentido contrario ao movimento. &) +x, < , eltdo a mola estara comprimida e sua
forgca serd no sentido positivo; logé,, :k|x(t)+x0|. Que é equivalente a escrever que
F., = —k(x(t) + x,) . Portanto, em qualquer caso, temos &je= -k(x(t) +x, . )

Por outro lado, pela segunda lei de Newton, termmsxﬁt) esta relacionado as forcas que
agem sobre a massa, pela férmula

mx(t) = f(t), (6)
onde X(t ) € a aceleracdo da masséa @ € a)forca total agindo sobre a ela.

Como a idéia é determinar a equacao diferenciab riraiial desse sistema, desprezamos
quaisquer forcas dissipativas e outros fatoregmase Desse modo, € possivel afirmar que as
unicas forgas atuantes no sistema séo a pesonc e a da molaF,, = —Kk(x(t) + X, )Assim
a forca f (t )que aparece na equacao (6), é
ft)=w+F,
f(t) =mg—k(x(t) +x,).
Logo, a equacéo (6) € escrita como
mX(t) = mg—k(x(t) +X,) ,
mx(t) = mg— kx(t) —kx, . (7)
Observando a Figura 10, concluimos que
mg = kx, = mg—-kx, =0.
Assim, a equacao (7), se reduz a
mX+kx=0, (8)
que € a equacdo diferencial associada ao sistermsamala, onde ndo ha influéncia de
forcas externas e possiveis forcas dissipativas.

2.2.2. Equacdes de Euler-Lagrange e o sistema massala.
Afim de obter uma equacgéo diferencial para o sigtemssa-mola utilizando as equacdes de

Euler-Lagrange, é necessario definir a energiaticenélo sistema e a energia potencial
gravitacional.



Com o objetivo de tornar simples o processo de rtagde, a energia potencial gravitacional
sera definida como nula no teto, e o sentido psitiiciara abaixo de onde a mola foi fixada.
Em outras palavras, isso significa que independéatposicdo da mola, esta sempre estara
numa posigao positiva.

u[ -—

Figura 12 — A energia potencial no sistema massa-mola fonida nula na altura onde a
mola foi fixada e, o sentido positivo para baixo.

(" =0}

i

Nesse momento, € importante que sejam levados erta @guns detalhes. A energia
potencial gravitacional é negativa de qualquer &risso porque a massa esta sempre abaixo
da posicao onde a energia potencial gravitacianaldfinida como nula. A maneira como foi
definido o sistema, sendo positivo para baixo, infmica que o potencial gravitacional deve
ser positivo; devemos observar que o potencialitji@enal € relativo a altura que um objeto
encontra-se da superficie da Terra.

Outra observacdo importante sobre a energia palegraivitacional que a massa possui € que
ela ndo € apena# = -mg(x(t) + x, . No caso do péndulo simples, o fio que prende ssaa
nao interfere no potencial gravitacional. Mas dewgmotar que a mola participa
definitivamente do potencial. O trabalho
Y =Fx 9)

que uma forca efetua quando desloca um corpo é@miopal ao seu deslocamento (Tipler,
2000). Tanto a energia potencial gravitacional tuartrabalho, sdo medidakule.

INm=1J,
na expressao acima (9), as unidades envolvidas sao:
N : unidade de medida de for¢a (newtons),
m: unidade de medida de distancia (metros).

Aplicando a forca delN (um newton) em um corpo, para que este desloquelm@um
metro), o trabalho efetuado pela for¢ca serddléum Joule). Ora, se a mola influencia no
potencial gravitacional da massa, entdo como paaed definir essa influéncia?

Uma relacdo que existe entre o trabalho efetuadampa forca e o potencial gravitacional é
que a variacdo do trabalho efetuado por uma fdrigdef, 2000) satisfaz a seguinte igualdade
AV =-Ay . (10)
Podemos ainda escrever (10) como
AV =-FAX. (11)

Ja que estamos querendo definir a influéncia da molpotencial, entdo, a forca que aparece
em (11) é justamente a da motakx. Entdo, escrevemos (11) em termos infinitesimamsa
sendo,

dV = kxdx. 12)
Integrando (12), chegamos a uma nova expressao



V= % e, (13)

que é chamada denergia potencial elasticala mola. Pela rigidez da mola, estando ela
estendida ou comprimida, a equacéo (13) nos mgs&a® seu potencial elastitf), é sempre
positivo em nosso sistema.

Finalmente, estando a massa em alguma posi¢#e x,, definimos

1 [d 2 1
T=2m 2 (xt)+x)| =T=2me
2n‘{dt(x() xo)} 5

e utilizando (13), podemos definir o potencial ggasional do sistema como,

V= —mgh+%kx2 ,

V = -mg(x(t) + ) + ZK(x(D) + %)

Escrevendo a funcao Lagrangiana,
L=T-V,
obtemos

L =2 me +mglx-+ ,) -2 k(x+ )
e a equacdao de Euler-Lagrange fica determinada como,
dt\ ox 0x ’
%(mx)—(mg—kx—kxo) =0. (14)
Da posicdo de equilibrio, concluimos que em (1éhtd do segundo paréntesis, teremos

apenas o terme kx; assim obtemos novamente a equacgao
mX +kx=0. (15)

2.3. O Caso do Escorregador

Antes de escrevermos a func¢éo lagrangiana da emdj;aobserve que quando a particula
percorre uma pequena distancia na rampa, € possinsiderar termos infinitesimais, e sua

. ds e
velocidade sera(ﬂ, guandos for um deslocamento infinitesimal.

ds
dy / ﬂ\-\/f’
£
—_
e

Figura 13 — Para uma distancia infinitesimal, a velocidade da particula séjr%t; pelo

» ds_{(dsz (dyﬂ
teorema de Pitagoras, segue=|| — | +| — :

NP

dt dt dt



As energias cinética e a potencial gravitacionapddicula que percorre a rampa definida
pela equacao (4), sao
T= %m(x +y ) (16)
V =magy.
Consideremos que a energia potencial gravitacidpalsitiva em qualquer ponto da rampa.

Derivando, a funcao definida em (4), obtemos

ﬂ—y— —X+ XCOSX,

dt
e substituindo em (16), temos
=%m[>‘<2 +(—x+ Xcosx)z].
Consequentemente, a funcao lagrangiana € defioida p

L :%m[x2 + (=X + )'(cosx)z]—mg(lO—X+Sen)); (17)

(o)
dt | ox ox '

%[m)'((cos2 X —2COSX + 2)] - E mx? (- 2senxcosx + 2seny) + mg - mgcosx} =0

e a equacao de Euler-Lagrange,

mS((cos2 X—2C0SX+ 2)+ mx* (— 2Senmcosx + 2senx+ Senxcosx — sen>) —mg+mgcosx =0
%(cos’ x— 2cosx + 2)+ x*(senx- senxcosx) - g + gcosx = 0. (18)

A equacdo (18) é a equacéao diferencial associadaradmema do escorregador. Agora, é
necessario obter a funcédqt que satisfaz a equacéao (18). Pelo fato de apajacer as
derivadas as fung¢des trigonométricas vinculadaarewel t, entdo, aparentemente, ndo e
possivel encontrar uma solucéo analitica.

Mesmo ndo sendo possivel encontrar a solucéo iaaatle (18), € possivel observar o
comportamento da funca®( procurada. A maneira de se fazer isso € atravésnue
solucdo numérica. Dentre tantos métodos numérigageates, utilizamos pelo software
Maple, o método classico de Runge-Kutta (Barro887L

Para isso, modificaremos a equacéo (18) e, emdadaremos uma substituicdo de variavel
para que a equacdo possa ser resolvida sob umaisiie equacdes diferenciais através do
método de Runge-Kutta.

Como o método de Runge-Kutta resolve apenas eguagdd? ordem, devemos transformar
uma equacao diferencial de 22 ordem em duas deldfhpcomo mostraremos a seguir.

O primeiro passo a ser dado em busca de uma sohugéérica é preparar a equacao (18)
para a forma



X2

Px+Qx* =R = %=
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Escrevendo (18) na forma acima,
= g(l—-cosx)  senx-senxosx 22

CO®> X—2C0sX+2 €O X—2C0OsX +2

Definamos x=W, logo, X=W. Assim, podemos escrever um sistema de equacdes
diferenciais,
x=W

e (19)
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Assim, fica definido que a velocidade da parti@Na . Para resolver (18), definimos
x(0)=01meW(0) = Om/s, (20)

que sédo as condi¢des iniciais. A definicdo de €8lribuida ao fato de que a particula estara,

inicialmente, em um ponto proximo a parte mais @taampa, em que partird do repouso.

O valor de x(t )inicialmente serd 0.1, pois, s€0) = , &ntdo a particula ndo entraria em
movimento; tendo em vista que esta, por sua vezsafie influéncia de forgas externas. Em
outras palavras, se a particula parte do repougfi)e- 0, entdo ela ndo podera entrar em
movimento.

No software Maple, entramos com os comandos

> y(x(t)) = 10— x(t) +sin(x(t));

>g:=98

> P(x(t)) .= cos(t))"2-2* cos(t)) + 2,

>Q(x(t)) :=sin(x(t)) —sin(x(t))* cosx(t));

>R(x(t)) := g* @~ cos(1)));

> with(plots):

>dsys=diff (x(t),t) = w(t), diff (w(t),t) = R(x(t))/ P(x(t)) — (Q(x(t))/ P(x(t)))* (w(t))"2;
> funcs={x(t), w(t)};

> p:=dsolvé{dsysx(0) = 0.1, w(0) =0}, funcstype=numeri¢c method= classica):
>odeplo(p, [[t, x()], [t,w(t)]], t = 0..6);.
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Figura 14 — A curva vermelha, descreve a variacdo do espaeca particula percorre, em
funcéo do tempo e, a curva verde, descreve a @aridg velocidade da particula em fungéo
do tempo.

Com base na figura 14, percebe-se que a velocidadgarticula tem certa oscilacdo, mas
tende a aumentar gradativamente a cada ciclo rorréedo trajeto; ou seja, a amplitude de
oscilacdo dé&V aumenta.

3. DISCUSSAO

O estudo das equacbes de Euler-Lagrange geralmasnteca ao final dos cursos de Fisica.
Essas equacbes dispdem de uma maneira distinteequaslente, de resolver determinadas
situacdes-problema. Uma grande vantagem que @ssediequacao gera € ndo ser necessario
0 uso de vetores, basta ter conhecimento da er@ngitca e potencial do sistema em estudo.

Os dois primeiros problemas resolvidos foram poiorde dois métodos, nos quais o intuito
era de exaltar a teoria lagrangiana e as equagé&sllér-Lagrange. De modo que, para o
problema do escorregador, tivéssemos uma diregéepeito dos passos a serem dados em
busca da equacgao pretendida.

Ndo era esperado que a equacdo diferencial obtidaef aparentemente, insollvel
analiticamente. Para essa questdo, a necessidadeadanalise da funcdo por meio de uma
solugdo numérica seria, em parte, satisfatoria.

Ao observarmos a solucdo numérica, percebemos paetiaula atinge longas distancias em
“pequenos” intervalos de tempo; e a velocidade daiqula, tem uma caracteristica

oscilatoria, mas com um aumento de sua amplitudienorrer do tempo. O deslocamento e a
velocidade séo curiosos devido ao fato de queito & desprezado.

Admitimos, desde o inicio da pesquisa, que a pdatindo perde contato em nenhum
momento com a superficie na qual desliza. Parandigéo inicial, ressaltamos que havera a
necessidade da definicdo, ndo simultanea, de walouéos as variaveis. Quer dizer, se
desejarmos que&(0) = ,@ntadoW(t )devera ser diferente de zero.



Para posteriores pesquisas, existe a necessidadendelerarmos o atrito e a funcdo que
descreve exatamente a rampa. Ndo sabemos aindacoosiderar o atrito nesse caso, mas ha
indicios de que existem equacdes similares as der-Eagrange, que por sua vez, sao
derivadas também pelo atrito.
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